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Hyperbolische Funktionen

Vorwort

Die sogenannten hyperbolischen Funktionen werden an Gymnasien in der Regel nicht (mehr) gezielt

unterrichtet. Dabei sind sie lediglich spezielle Exponentialfunktionen und kommen in dieser

Eigenschaft ohne Nennung ihrer spezifischen Namen durchaus vor.

Was sie so interessant macht, ist ihre Verwandtschaft mit den trigonometrischen Funktionen.

So gibt es
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Die Funktionen Kotangens, ©
In diesem Text werden .

Dazu gibt es den Tabellentex

trigonometrisch

diese Funktionen
hyperbolisch

sinh(x) Sinus hyperbolicus y =sin(x)

cosh(x) y = CO0S

tanh(x) :M y =tan
cosh(x)

coth(x) = 1 y  t(x)
tanh(x)

sech(x) = 1 y  sec(
cosh(x) -

1 ,

csch(x) =— =

sinh(x)

sinh und cosh

.  'Ind coth

sech u N

4ns und Kosekans w.

Zusammenhange zwischen diesen Funktionen

Zusammenhange mit den trigonometrischen Funktionen
mit komplexen Zahlen.

Funktionen mit komplexen Argumenten.

1
'5(x)

[
" sin(x)

1 seltener verwendet.

vperbolisc®  runktionen eing .rlihrt und beschrieben.
“  mit zwei gro”  Jbersichten.
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1 sinh und cosh

Die Funktionen Sinus, Kosinus, Tangens und Kotangens nennt man auch Kreisfunktionen, weil sie
Beziehungen zur Kreisgleichung aufweisen. Daneben gibt es die hyperbolischen Funktionen, die
eine ahnliche Beziehung zu einer Hyperbelgleichung aufweisen.

X -X X —X
Sinh(x) :% —i

Definition 1 und cosh(x)= 5

Man spricht sinh so aus ,Sinus hyperbolicus® und entsprechend ,Kosinus hyperbolicus®.
Hyperbolische Funktionen Vergleich ’ o an

Zusammenhang mit einer Hyperbel bzw. einem h 's.

y

A sei der Punkt A(cosh, =" t))

/’

p

|

| TR

y=sir ‘

x=cos(t)

t

~

N

J

A sei der Punkt A(cos(t)]sin(t))

Auf welcher ~ ~e lieg Auf welcher Ortskurve liegt A?
an rechnet:
2 2 2 (‘ e_t)z_(et_e_t)z 2 .2 24, w2
X< —y© sh®(t)—sin“(t) = 2 X° +y° =cos“t+sin“t=1
(e2t+‘_ 7t+ef2t)_( _26te—t+e—2t)

(e2t +2+e’21)— \e2t —2+e’2t)

= =—=1

4 4
Also liegt A auf der Kurve mit der Gleichung Also liegt A auf der Kurve mit
x2—y2=1 x2+y2=1
Sie heif3t Hyperbel. Sie ist ein Kreis.

Man merke sich diese Beziehungen:

und

cosh?(x)—sinh2(x)=1

sin? (x)+cos? (x) =1
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Eigenschaften der Funktion sinh: Y
5-.—
Symmetrie: Die sinh-Kurve ist punktsymmetrisch zum Ursprung: &l
y=sinh(x)
-X X X X X
denn: sinh(-x) = °c ¢ _°&-°¢ _ —sinh(x) 3
2 2 ik
Ableitung: sinh(x)—ﬂ—l-(ex —e_x)
g: = =2 1+
X
sinh'(x) = %~(ex + e’x) 2 1 T
sinh'(x) =cosh(x) &
-2t
Monotonie und Wertmenge:
sinh ist stetig in R und es gilt sinh'(x)>0, |
also wachst sinh streng monoton: W =R
-5
Stammfunktion: _.'sinh(x)dx = %J.(ex - e‘x)dx :%-(ex + e‘x)+1 _/

J'sinh(x)dx =cosh(x)+C

Eigenschaften der Funktion cosh:
Symmetrie: Die cosh-Kurve ist syn ‘~ch zur y-Ach. T
y=cosh(x)
-X X T [
denn: cosh(—x) = © % _cor
Ableitung: cosh(x) - gy =1.(eX+e
g' - 2 - 2
_1.(ex
cos* .—5-(e —F /
cosh'(x, #  x)
Monotonie ° “qe: 5 4 ol 1 2 >
coshi.  tigin I - o4
Firx>0 cosh'(x)>0,ﬂ]rx<0: cosh'(x)<0
also fallt cc  fur x < 0 und steigt fir x > 0. Das Minimum ist
0 e ¥ N
cosh(0) = +e =2=1, !
2 2 54
‘ertr  4e: W=[1;00]. ol
Stammfunktion: J.c\ sh(x)dx = %_[(ex +e ¥ )dx =3 (ex —e ¥ ) +C 3t
y=cosh(x) Al
J’cosh(x)dx =sinh(x)+C
Naherungskurven fir X —oo: y:ex;z. | .
-2 -1 1 2
Fiir X — o ist bekanntlich lim e =0: 11
X—0
ex ex { ! _24_
Also gilt fir groRe x:  sinh(x) ~ - und analog cosh(x) ~ 5 y=sinh(x) :
Man erkennt dies gut in folgender Abbildung: - /
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